Schilerzirkel am Geomatikum am 28. 4. 2017

1. Wir lesen den Anfang des Artikels , Befreundete Zahlen“! von
Walter Borho (der in Hamburg studierte)

in: Borho, Don Zagier u.a.: Lebendige Zahlen, Birkhduser 1981

Befreundete Zahlen

s==m=ss=csssssssssssssssssssssss==s
(Ein zweitausend Jahre altes Thema der elementaren Zahlentheorie)

Antrittsvorlesung an der Universit#t Bonn am 9. 11. 1977

von Walter Borho

Dies ist die Geschichte zweier spezieller Zahlem, ndmlich

A = 90 2364653062 3313066515 5201592687 0786444130 4548569003
8961540360 5363719932 5828701918 5759580345 2747004992
7532312907 0333233826 7840675607 3892061566 6452384945

und

B = 86 2593766501 4359638769 0953818787 1666597148 4088835777
4281383581 6831022646 6591332953 3162256868 3649647747
2706738497 3129580885 3683841099 1321499127 6380031055,

Beide haben 152 Stellen: Die erste hat 800 verschiedene Teiler,
die zweite 3200. Das Bemerkenswerte an diesen beiden Zahlen

ist nun folgendes: Die 799 echten Teiler von A.ergeben aufsum=
miert B, und die Summe aller 3199 echten Teiler von B ergibt
wieder A. Dieses kuriose Zahlenpaar wurde 1972 von Herman

te Riele in Amsterdam entdeckt. Die. Entdeckung hat aller—
dings eine lange Vorgeschichte, die bis in die Hltesten Ka—
pitel der Mathematikgeschichte zurfickreicht. Dariber mchte

ich hier ein wenig erzZhlen. .

Dabei muB ich etwas versuchen, was eigentlich ganz und gar un-—
mbglich ist, n#mlich Nichtmathematiker und Mathematiker gleich-

zeitig anzusprechen. Meine Fachkollegen bitte ich deshalb um

Nun kann aber auch noch der Grenzfall auftreten, daR die
Summe der echten Teiler gleich der Zahl selbst ist, etwa
bei 63

1+2+43 = 6

oder bei 28:

1+2+4+7+14 = 28,

Solche Zahlen galten bei den alten Griechen als etwas ganz

besonderes; sie wurden vollkommen genannt. Es ist nicht ge-
nau gekldrt, wann und wo vollkommene Zahlen erstmalig be-
trachtet wurden. Man vermutet, daB sie schon den alten Ba-
byloniern und Agyptern bekannt waren. Jedenfalls hat sich
in Agypten bis ins 5. nachchristliche Jahrhundert hinein
eine Uiberlieferung erhalten, wonach der Ringfinger die fol-
gende Zahlenbedeutung hatte: Allein umgebogen, wdhrend alle
anderen Finger gestreckt blieben, habe er im alten Agypten
den Wert 6 dargestellt, die erste vollkommene Zahl; er sei
darum auch selbst der Vollkommenheit teilhaftig geworden
und habe deshalb das Vorrecht erhalten, Ringe zu tragen.

Dies ist eine Erkl#rung fiir die von Kulturhistorikern be-

obachtete Tatsache, daB bei fast allen Kulturvdlkern der

Ring gerade an diesem Finger getragen wird.

Den ersten mathematischen Lehrsatz iiber vollkommene Zahlen
findet man bei Euklid,
menten" - dem Buch, das nichst der Bibel die meisten Aufla-
gen erlebt haben soll - findet man als Satz 36 des IX.
eine Regel zur Konstruktion vollkommener Zahlen, die in leicht

also um 300 v. Chr.. In seinen "Ele-

Buches

modernisierter Sprache so lautet:

Satz von Euklid
Fir manche Zahlen n ist die Zahl .

p = 142+4+8+,..+2% = 20%1

eine Primzahl. In jedem solchen Fall ist die Zahl 2%

Nachsicht, wenn ich mathematischen Formeln, S#tzen und Bewei-
sen m8glichst aus dem Wege gehen und mehr an die Unterhaltung
der Nichtmathematiker denken werde. Diese wiederum bitte ich
um Geduld, falls doch hin und wieder eine Formel auftauchen

sollte, oder wenn ich mir manchmal Anspielungen erlaube, die

nur ein Mdthematiker nachvollziehen kann.

Den meisten von Ihnen wird bekannt sein, daB8 im alten Baby-
lonien mit der Zahl 60 als Grundzahl gerechnet wurde, woran
noch heute die Einteilung der Stunde in 60 Minuten und der
Minute in ED Sekunden erinnern. Die einfachen Leute benutzten
damals zwar das Dezimalsystem wie wir, die Mathematiker aber
rechneten 'im Sexagesimalsystem, und zwar aus gutem Grund:

Die Zahl 60 hat nimlich - gemessen an ihrer Gr8Re - besonders
viele Teiler; unterstellt man, daB das Bruchrechnen damals
nicht beliebter war als heute bei den Schulkindermn, so war
die Zahl 60 als CGrundzahl zum Rechnen ideal. Von den 12 ver-
schiedenen Teilern von 60 erhielten die meisten sogar beson-
dere Namen, die auch in die Umgangssprache, auch anderer V&l=
ker, Einzug hielten. So rechnen selbst die deutschen Bauern
gerne mit dem Dutzend (12), der ﬁandel (15) oder dem Schock

(volle 60), alles Teiler von 60.

Die Mathematiker der Antike legten {iberhaupt groBen Wert dar-
auf, zu jeder Zahl auch alle ihre Teiler zu betrachten. Zah-
len mit besonders vielen Teilern hieBen "abundant", also et-
wa "liberflieBend", solche mit nur wenigen Teilern hiefBen
"defizient", also etwa "mangelhaft". Als MaR nahm man dabei
nicht etwa die Anzahl, sondern die Summe der echten Teiler,
und verglich diese Summe mit der zahl selbst. Zum Beispiel

erhielt man fir 10 die Teilersumme

1+2+5 = 8 < 10,

also ein "Defizit" anm Teilerm, fiir 12 aber
1+2+3+446 = 16 > 12,

also Teiler im "#berfluB".. Die Zahl 10 war also "defizient",
mangelhaft, die 12 dagegen schon "abundant" und die 60 erst

recht.

vellkommen.

2. Dann schauen wir in den Originaltext von Euklid und vollziehen
seinen Beweis nach.

Beim Beweis dieses Satzes benutzt Euklid seinen Satz 35:
Die Formel fiir die geometrische Reihe. Bei Nikomachus von
Gerasa kann man spiter lesen: Die ersten vier vollkommenen
Zahlen sgien 6, 28, 496 und 8128. Sie ergeben sich aus der

Regel von Euklid.

Neben diesen Zahlen fand man in der Antike auch noch die
Zahlen 220 und 284 wegen ihrer Teiler bemerkenswert; man
stellte ndmlich fest, daB die Summe dr echten Teiler von

220 gleich 284 und andererseits die Summe der echten Tei-
ler von 284 gleich 220 sei und nannte diese beiden Zahlen
deshalb

Kenntnis dieser Zahlen verliert sich ebenfalls im Dunkel

"miteinander befreundet". Die erste Spur von der

der Frilhgeschichte. Sehr wahrscheinlich war ihr Entdecker
Pythagoras. Manche Leute weisen allerdings auf eine iltere
daR Jakob
dem Esau zum Zeichen der VersShnung Schafe geschenkt habe:
Genau 220 Stiick! - Nun,

Stelle in der Bibel hin, wo davon die Rede sei,

davon mag man halten, was man will,
Das erste vdllig zweifelsfreie Dokument iiber die befreunde-
ten Zahlen stammt erst aus der "Sammlung der pythagordischen
Lehre”, einem Werk,.das im 3. Jahrhundert n. Chr. von einem
gewissen Tamblichus von Chalcis niedergeschrieben wurde.

Die pythagordische Schule war ja- allgemein bekannt fiir ihre
Zahlenmystik, aber auch flir die Freundschaften, auf die sie
Wert legte. Jamblichus berichtet uns nun, man habe den groBen
Pythagoras einmal gefragt, was denn ein Freund sei. Darauf
habe dieser geantwortet: der ein anderes Ich ist,

wie 220 und 284".

"Einer,

Manche Leute m&gen sich auf den Jamblichus als Gewdhrsmann
nicht verlassen, sondern verlangen zeitgenSssische Dokumente
ven Pythagoras selbst. Dabei stoBen sie allerdings auf das
Problem, daR die pythagoriische Schule sich neben Zahlenmy=-
stik und Freundschaftskult auch noch durch ihre Geheimnis-

krdmerei auszeichnete. Es galt sogar als ausgesprochen fre-

velhaft, mathematisches Wissen auszuplaudern. Nachdem zum




